Exemple de aplicare a algoritmului simplex

Exemplul 1 Problema firmei de calculatoare:

3x; +5x, <150 3x, +5x, + x4 =150
x, < 20 X, + Xy = 20
(P){  8x, +5x, <300 — (FSP) 8x, + 5x, + x5 =300
x,20,x,20 x;20 j=1--5
(max) /=50, +40x, (max) f =50x, +40x, +0-x; +0-x, +0- x5
50 40 0 0 O ITERATIA 1
CB|VB|VVB| x; x x5 xi x5 Baza: B' = |A°, 4%, 4°|.
O x| 150 3 5 1 0 0 150:3=50  solutia asociats: x(B') = (0,0,150,20,300), f=0
Ojx| 200 1 0 1 0 — ¢, <0,c¢, <0 —> criteriul de optim nu este verificat.
0lxs|300] 815 0 0 1| 3008=375 Inbaziintrd A'siiese A°.

fl1 0 |-50 -40 * * * ITERATIA 1

0|xs|752] 0 |258] 1 0 -3/8|752:258=12 Baza: BE=[A3,A4>AIJ-S°'Utiaasociatér
0 20:1=20 x(Bz)=(75/2,0,75/2,20,0),f=1875

0 1/8|75/2:5/8=60 52 < 0 —> criteriul de optim nu este verificat.

0lxs| 200 1
50(x;|752] 1 58
F11875| * 354 * x 25/4

S O
—_

n bazd intra A2 si iese A3.

40| x> | 12 0 1 8725 0 -3/25 ITERATIA 3
0[%| 8 | 0 0 -825 1 325 Baza: B’ = |4, 4*, 4' . solutia asociats:
s|x{ 3 |1 0 -15 0 1/5 x(B*)=(30,12,0,8,0), f=1980
Fl1980| * *14/5 *  26/5 Cri)’Ec.eriEJI de optim este verificat — solutia curenta este
optima.

Exemplul 4.3 (interpretarea geometrica a algoritmului simplex). Procedura a plecat din varful O apoi s-
a deplasat catre varful “mai bun” A si s-a oprit in varful “optim”B.

Proiectia in Valoarea
Baza B Solutia x(B) asociata ! functiei
planul (x1,x2) L
obiectiv
B' =47, 4%, 4°|x(B') = (0,0,150,20300)| O =(0,0) 0

B =4, 4% A" x(B>)=(£,0,2200) | A=(37.50) | 1875

B =|4?, 4", 4'] x(B*)=(30,12,080) | B=(30,12) 1980




X2

B=(30,12)=solutia optima

0=(0,0) A=(37.5,0) > x
Figura4.3
Exemplul 2
(max) f = 8x, — 6x, + 7x,
3x, —x, +2x; = 30
(P) 2x, + x, > 35
X, +3x; <20
x,20,x, 20,x; 20
3x; —x, +2 =30
2“ e 15 3 -1 2 00
op nrn . o o 4=]2 10 -1 0
( ) X, +3x; x5 = L 03 01
'ijO j:lj-..’s
A A4 AL
3x, — 2 =30
;lx”'% " s 32120010
. nrn 3_W4 +%_m A4=|2 1 0 -1 0 0 1
(FBEN - m #3x 4% B 1 03 0 100

X,20 j=1-07

(max)f =8x, —6x, +7x; +0-x, +0-x, — Mx, — Mx,

A" A4 A 4" 4 A A
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CB|VB|VVB| x;  x X5 X4 Xsi Xs X7
M x| 30 | 3| -1 20 0/ 1 0 [30:3=10
M| x| 35 | 2 1 0 -1 0/ 0 1 [352-175
O[xs| 20 |1 0 3.0 11 0 0 |20:1=20
f|-65M |-5M8 6 2MT M xE *
8| x| 10 1 -1/3 2/3 0 0: 1/3 0 -
-M| x7| 15 0 5/3 -4/3 -1 0 -2/3 1 |15:5/3=9
0|xs| 10 0 1/3 7/3 0 1 -1/3 0 |10:1/3=30
S lismegol * SMBHI034MAS3 M % ISM383 *
8lx| 13 1 0 2/5  -1/5 0 /5 1/5
6|x20 9 0 1 -4/5 -3/5 01 -2/5 3/5
0xs| 7 0 0 13/5 1/5 1: -1/5 -1/5
£ 50| * * I 2 *i M+4 M2
Exemplul 3
(max) f =3x, +4x,
=3x,+4x,<12
(P)y —-2x+ x,<2
X —2x,< 2
x20,x,20
(optim infinit).
Forma standard si matricea tehnologica a acesteia:
—3x,+4x, +x =12
5 : S -3 4 1 00
—2x,+ x + X, =
Fsp : 5 ? ¢ 5 A=|-2 1 010
X, —2x + x5 =
( ) 1 2 5 1 _2 0 0 1
ijO j:lj--.,s 1 2 (3 44 45
A A A4 A A
(max)f =3x,+4x,+0-x,+0-x, +0-x

Plecim cu baza unitard E = [A3 A A ] Dupa trei iteratii — vezi tabelele 4.10 — 4.12 - se obtine solutia

asociata bazei B = [A1 A A ] care nu verifica criteriul de optim  Intrucét c, = —2% < 0 dar satisface

conditia criteriului de recunoastere a optimului infinit: 4* =B'4*<0.



3.4 0 0 0

CB VB|VVB X/ X2 X3 X4 X5

0 m| 123 4 1 0 0 | 124=3

0 x| 2 | 2 0 1 0 | 21=2

0Olxs| 2 | 1 2 0 0 1 .
AN

o] 4[5 ]Jo0o 1 4 o | 45-08

422 1 0o 1 o0 -

0lxs| 6 |3 0 0 2 1 -
A T T

3|45 1 0 15|45 0

4 x| 185 0 1 251351 0

0 [xs[425] 0 0 35 -12/5! 1
1845 * 1152451 *

Interpretarea geometrica
Proiectiile solutiilor de baza cercetate de algoritm in planul variabilelor x; , x> sunt varfurile O(0,0),
A(0,2) si B (4/5,18/5) ale multimii de solutii admisibile ale programului original (P)

Solutia variabila

X =%+%-0,x,="%+%-0

Solutia de baza
X1 =4/5 X2 =18/5

Solutia de baza
X1=0 X2 =2

v

' Dreapta de nivel a

Solutia de baza de functiei obiectiv

start x;=0 x, =0




Exemplul 4 Vom aplica algoritmul simplex si metoda celor doua faze la rezolvarea programului liniar:

(max) f = 2x, +3x,
2x, + x, 240
(P); x, +3x,2>30
x + x, <30

X;,Xx, 20

Forma standard si matricea tehnologica a acesteia:

2x, + x, —x, =40
x, +3x, -X, =30 21 -1 00
(FSP) X+ X, + x5 =30 A={1 3 0 -1 0
x,20/=1--5 11 0 01
(max)f =2x, +3x, +0-x; +0-x, +0-x;

Pentru formarea bazei unitare de start introducem variabilele artificiale xs $i x7 in primele doua restrictii
din (FSP).
In faza I se rezolva programul in forma buna:

2x,+ X, — X, + X =40
21 -1 0 010
x, +3x, - X, +x, =30 d=l 13 0 -1 0 0 1
X+ X, + x5 =30 11 0 0100
x,20)7=1--7
A 4> A4 AL AA
(min)w = x, + x,

plecand de la baza unitard E = [A6 JAT,A° ] Vezi tabelele 4.13 —4.15
0 0 0 0 0 1 1

CB VB [VVB| x; X2 X3 X4 X5 X6 X7
1 | x |40 2 1 1 o0 o011 o0 40:1=40
1| x | 30 | 1 0 -1 0| 0 1 30:3=10
0 | x5 | 30 | 1 1 0o o0 14,0 0 30:1=30
w | 70 | 3 4 1 -1 * | = =
Ul x [30[53] 0 -1 13 0o | 1 3] 30:53=18
0 | x> | 1013 1 0 -13 010 13| 1013=30
0 | xs | 2023 0o 0 13 1 0  -1/3| 20:2/3=30
w | 30 | 53 * -1 1/3 * | * 43
0 | x, | 18| 10 35 15 0 |35 -5
0 | x| 4 0 1 15 25 0 i-1/5 25
0 | xs | 81 0 0 25 15 1 |25 -1/5
w | 0| * * 0 0 * |- -




Atentie: se aplica instructiunile algoritmului simplex pentru problemele de minimizare! Astfel, la prima
iteratie testul de optimalitate nu este verificat deoarece existd costuri reduse pozitive. In bazi intra
coloana A? care are cel mai mare cost redus: ¢, =4 >0 In dreapta tabelului au fost afisate rapoartele care
definesc —prin minimul lor — coloana care iese din baza.

in faza II se maximizeaza functia obiectiv originala f plecand de la solutia admisibila de baza gisiti la
finele primei faze — vezi tabelele 4.16 si 4.17. De fapt, tabelul 4.16 este tabelul 4.15 din care au fost
eliminate coloanele variabilelor artificiale,costurile reduse fiind recalculate in raport cu functia 1.

2 3 0 0 0

CB | VB |VVB| x; X2 X3 X4 X5
2 X7 18 1 0 -3/5  1/5 0 18:1/5=90

3 X2 4 0 1 1/5  -2/5 0 -

0 X5 8 0 0 2/5 | 1/5 | 1 8:1/5=40

f 48 * * -3/5  -4/5 *

2 X7 10 1 0 -1 0 -1

3 X2 20 0 1 1 0 2

0 X4 40 0 0 2 1 5

f 80 * * 1 * 4

Recapituland, algoritmul simplex a examinat patru solutii de baza ale caror proiectii in planul variabilelor
originale x; , x> sunt punctele O, X, M §i N

Solutia
Baza (x1 J Xy, XXy, Xgy X, X ) Proiectia solutiei in planul ()C1 » X, )
AS,A7 A’ (0,0,0,0,30,40,30) 0 (0,0)
AS A% A (0,10,0,0,20,30,0) X (0,10)
AlLAZ A’ (18,4,0,0,8,0,0) M (18,4)
AlLAZA* (10,20,0,40,5,0,0) N (10,20)




X2

Solutia optima

x,=10,x, =20

~-X(0,1Q)

0(0,0)

dreaptd de nivel a
functiei obiectiv

In primele doua solutii, cel putin una din variabilele artificiale x5 sau x; are valoare nenuld; punctele
corespunzatoare O si X sunt in afara multimii solutiilor admisibile # ! Celelalte doud solutii, in care

x, = x, =0 se identifica cu varfurile M si N ale lui A4



Exemplul 5 Cu ajutorul algoritmului simplex vom arata ca programul:

5%, — x,+ x;,26
2x,+ x, +3x; <7
(P)y—3x, + x, +2x, 22

X;,X,,x; 20

(min) f = 6x, +x, — 2x,
este incompatibil (nu are solutii admisibile)

Scriem forma standard si matricea tehnologica a acesteia:

5% — X, + x5 — =6

AT HRT BTN 5 11 =10 0

2x, + x, +3x, + x4 =7 4=l 9 | 3 0 1 0
(FSP)y —=3x, + x,+2x, —X, =2

-3 1 2 0 0 -1

X, 20 j=l-6
E Al AZ A3 A4 AS A6

(min)f =6x, +x, =2x, +0-x, +0-x, + 0 x

Pentru formarea bazei unitare de start introducem variabilele artificiale x7 si xs in prima respectiv a treia
ecuatie din (FSP). Forma buna a programului este:

5%, — x,+ x;—-x, + X, =6
2x, + x, +3x, + x5 =7
(FBP)y —=3x, + x,+2x, — X +x, =2

X, 20 j=106

(min)f =6x, +x, =2x;+0-x, +0-x; +0-x, + M -x, + M - x,

Initiem procedura simplex cu baza unitard E = [A7 A AS] -. Din ultimul tabel rezulta ca in solutia
optimi a (FBP), variabila artificiala x; are valoare nenuli: x, = 1. Se conchide cd programul original
(P) nu are solutii admisibile (este incompatibil).



6 | 20 0 0 M M
CB | VB VVB X7 X2 X3 X4 X5 X6 X7 Xs
M|x | 6 5 N 1 0 0 1 0
0| x| 7 2 1 300 1 0 0 0
M | xs 3 SN 0 -1 0 1
1 sm | 2M—6 1 3Me2 M M * *
M| 132 32 0 -1 0 12 1 RV
0 |x| 4 [[132 ] an 0 1 3/2 0 32
2 | x EY 12 1 0 12 0 12
| 5M-2 FI3M2-3 3M2-2  * M *  MR2+1  * 3M2-1
M| x| 1 0 B 0 -1 q 1 1
6 | x| 813 1 130 0 2413 313 0 -3/13
2 | x| 2513 0 5/13 10 313 213 0 213
FIM-213] *  M—16/13 * M -M+6/13-M+22/13 *  22/13

6:1=6
7:3=233
2:2=1

5:13/2=10/13
4:13/2=8/13



Exemplul 6 Vom arita — cu ajutorul algoritmului simplex —ca programul:

are mai multe solutii optime de baza si de aici o infinitate de solutii optime!

x + x, +x;, =10
X, = X, > 1
(P)

2x, +3x, +x, <21

X;5X,,%, 20

(max) f =2x, +3x, + x,

Introducem variabilele de abatere x4 §i x5 In restrictiile inegalitati (rezultand forma standard (FSP)) dupa
care, pentru formarea bazei unitare de start, introducem si variabilele artificiale xs si x7 in primele doua
relatii. Obtinem forma buna:

(FBP)

X+ x, +x, + X =
X, = X, - X, +Xx, =
2x, +3x, + x, + X5

X, 20 j=1-7

(max)f =2x, +3x, +x; +0-x, + 0-x, — Mx, — Mx,

Aplicarea algoritmului simplex este afigatd in tabelele 4.22 — 4.26. La iteratia 4 (tabelul 4.25) s-a gasit
solutia optima a programului (FBP) in care variabilele artificiale xs si x; au valoarea zero; in

consecinti forma standard (FSP) are solutia optimi x* , asociati bazei [A3 A Az] , In care:

valorile variabilelor de abatere:

* _ 13
xl— 3

* *
x,=0 x,=0

x, =% x; =7 (max)f =21

2 3 1 0 0 -M -M
CB | VB VVB X7 X2 X3 X4 X5 X6 X7
-M | x5 10 1 1 1 0 0 1 0
-M | x7 1 1 -1 0 -1 0 0 1
0 | x5 21 2 3 1 0 1 0 0
f -1IM |-2M-2 -3 -M-1 M * * *
-M | x5 9 0 2 1 1 0 1 -1
2 | x 1 1 -1 0 -1 0 0 1
0 | x5 19 0 5 1 2 1 0 -2
f -OM+2 ¥ 2M-5 -M-1 -M-2 * ¥ 2M+2
M | x5 7/5 0 0 3/5 ) 15 -2/5 1 -1/5
2 | x 24/5 1 0 /5 -3/5 1/5 0 3/5
30 x 19/5 0 1 /5 2/5 1/5 0 -2/5
f |-IM/5+21| * ¥ 3M/5S -M/S 2M/S+1 % 6M/S

10:1=10
1:1=1
21:2=10.5

9:2=45

19:5=3.8

7/5:3/5="1/3

24/5:1/5=24
19/5:1/5=19



1| xs 13 0 o0 1 |w3| 23 53 -3
2 | x| 133 10 0 23 13 -13 23
3| x| 103 0 1 0 13 13 -3 -1A3
f 21 ok x 1 M M
0 | xs 7 0o o | 3 1 2 5 -1
2 | x 9 1 0 2 0 -1 30
3| x 1 0 1 -1 0 1 2 0
f 21 L B R 1 M M

Tabelele 4.22 — 4.26

7/3:13="17

10/3:1/3=10

7:3=233
9:2=45

Din tabelul 4.25 rezulta ca variabila nebazica x4 are costul redus nul: ¢, = 0. Introducerea coloanei A*
n baza curentii conduce la o altii solutie admisibili de bazi, tot atit de buni ca si solutia x” deci
optimi!! (vezi tabelul 4.26). Noua solutie x*" este asociati bazei [A4 A Az] si are componentele:

valorile variabilelor de abatere:

Kk *
x, =7 x;,=0

x7=9 x; =1 x;7 =0 (max)f =21

Programul original (P) va avea o infinitate de solutii optime care sunt combinatii convexe ale
.o - * e *% c * sk
solutiilor de baza x six adicd au forma: x=ox" +(1-a)x™ cu

X, =h-a

=
1l

X,=7-7T-«a

x; =0

De exemplu, pentru a = ¥ propgramul (P) are solutia optima:

valorile variabilelor de abatere:

care nu este o solutie de baza!!

X, =% -a+9(1-a)=9-% -«

X, =% a+l-a=1+)%-«a

valorile variabilelor de abatere :

0 < a <1 sau, pe componente:

x, =7 x,=2 x;=1 (max)f =21

x,=4 x;=0



