Problema:

Compania X importa componente electronice si asambleaza doua tipuri de computere PC; si PC,.
Vanzarea unui PC; (respectiv PC; ) aduce un profit de S50 (respectiv $40). Un PC; are nevoie de 3 ore
pentru asamblare iar un PC; necesitd 5 ore. Pentru urmatoarea saptamana sunt disponibile 150 ore
pentru asamblare. Compania are in stoc numai 20 monitoare PC,; altfel spus, in urmatoarea saptamana
ea nu poate produce mai mult de 20 unitati PC,. Pentru depozitare un PC; are nevoie de 8u.a. (unitati de
arie) iar un PC; de 5u.a. Spatiul disponibil pentru depozitarea productiei din urmatoarea saptamana
fnsumeaza 300u.a. Cererea este suficient de mare pentru ca intreaga productie sa fie vanduta.
Conducerea companiei este interesata in elaborarea unui program de productie pentru urmatoarea
saptamana care sa-i aduca un profit maxim.

Rezolvare:
1. Modelarea matematica

Stim c4 solutiile problemei sunt diferitele programe de productie realizabile din resursele date. in primul
rand vom avea nevoie de o reprezentare matematica a unui program de productie. Daca notam:

x, =numarul de unitati PC, o } Lo
L. ce vor fi realizate in urmatoarea saptamana,
X, =numarul de unitati PC,

atunci cuplul (x,,x,) va fi reprezentarea dorita.

Orice cuplu de numere (x,,x,)reprezinta un program posibil de productie? Evident ca nu; o primd

cerinta naturala este:
(1) x,20 , x,=20
x, =0 sau x, =0 semnificand optiunea firmei de a nu produce PC; sau PC..

Pentru asamblarea a x; unitati PC; sunt necesare 3x; ore; cele x, unitati PC, au nevoie de 5x; ore.
Realizarea programului (x,,X,)ar necesita, pentru asamblare, un total de 3x1 + 5x, ore. Deoarece
fondul disponibil de timp de asamblare este limitat la 150 ore, urmeaza ca o conditie de realizabilitate a

programului (x,,x, ) este:
(2) 3x, +5x, <150
Stocul limitat de monitoare PC; impune conditia:

(3) x, <20

Pentru depozitarea produselor finite este necesara o suprafatd mdsurand 8x, +5x, u.a. Limitarea

spatiului de depozitare inplica cerinta:
(4) 8x, +5x, <300

Recapituldnd, conditiile (1) — (4) sunt necesare si suficiente — in situatia data — pentru ca un cuplu de
valori numerice (x,,x,)sa reprezinte un program de productie realizabil. Cu alte cuvinte, solutiile
admisibile ale problemei “firmei de calculatoare” se identificd cu acele cupluri (x,,x,) care satisfac
conditiile (1) — (4).



Profitul rezultat din vanzarea unitatilor produse prin programul (x,,x,) este exprimat prin functia

obiectiv:
(5) f =50x, +40x,
Diferitele programe posibile vor fi apreciate prin valoarea pe care o dau acestei functii.

Si astfel, problema din exemplul are urmatoarea ,traducere”:

In multimea cuplurilor de valori numerice care satisfac conditiile (1) — (4) sd se determine cuplul (x; ,x;)

care dd functiei obiectiv (5) cea mai mare valoare posibild.

Sintetizam aceasta traducere prin notatia:

max f =50x, +40x,
3x, +5x, <150
(6) x, < 20
8x, +5x, <300
x20,x,20

si vom spune cd ansamblul (6) este modelul matematic al problemei ,,firmei de calculatoare”.
2. Rezolvare
a. Grafica

Pentru un asemenea program (2 variabile) avem posibilitatea vizualizarii multimii solutiilor sale
admisibile identificand x1 si x> cu abscisa respectiv ordonata unui punct dintr-un plan raportat la un
sistem de axe.Sunt necesare cateva rudimente de geometrie analitica.
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Avéand in vedere semnificatia variabilelor x,,x, punctele (x,,x,)in care x:<0 sau x,<0 nu au nici o
interpretare economic logica. In schimb, punctele (x,,x,) cu x, 20,x, 20 se pot identifica, firesc,

cu programele potentiale de activitate pentru urmatoarea saptamana. Astfel:

e Punctul (15,10) corespunde ,intentiei” firmei de a produce 15 unitati PC; si 10 unitati PC,.
Intentia este chiar realizabila, cele trei resurse avute in vedere — timp pentru asamblare, monitoare PC;
si spatiul de depozitare — fiind mai mult decat suficiente:

- necesar de timp pt. asamblare =3-15+5-10 =85 <150 =timp disponibil pt. asamblare;

- necesar monitoare PC,=10 < 20 =disponibil monitoare PC;;

- necesar spatiu de depozitare=8-15+5-10=170 <300 =spatiu disponibil pentru
depozitare.

n caz de adoptare, acest plan ar aduce firmei un profit de 50-15+40-10 =$1150.

e Punctul (10,20) corespunde unei alte propuneri realizabile de program de activitate chiar mai
buna decét precedenta deoarece ar aduce un profit superior: 50-10+40-20 =$1300. Acest plan ar
utiliza integral resursa “monitoare PC,".

e in schimb, punctul (25,20) reprezintd o propunere de plan potentiald dar nerealizabild deoarece
timpul necesar pentru asamblare ar depasi timpul disponibil: 3-25+5-20 =175 > 150 (celelalte doua
resurse ar fi utilizate integral)

Se ridica firesc intrebarile:

I) Care sunt punctele corespunzitoare ,intentiilor” de plan realizabile? Cum arata multimea
lor?

) Unde se gaseste punctul corespunzator programului realizabil cu cel mai mare profit
(programul optim) si cum se gaseste el?

lll) Ceinvataminte s-ar putea trage pentru cazul general (mai mult de doua variabile)?

1) Raspundem la prima intrebare.

Determindm punctele (x;,x,) cu x; =0,x, >0 care satisfac prima restrictie din : 3x, +5x, <150.
Pentru aceasta reprezentam in plan dreapta de ecuatie 3x, +5x, =150 - vezi figura 2. Punctele acestei
drepte in care x; 20,x, =0 corespund ,intentiilor de plan” care utilizeaza integral timpul disponibil
pentru asamblare. Din acest motiv, dreapta de ecuatie 3x, +5x, =150se va numi in continuare

dreapta ,, asamblare”.



Punctele (x,,x,)care satisfac inegalitatea 3x, +5x, <150 constituie unul din cele doud semiplane
determinate de dreapta , asamblare”! Pentru identificarea lui va fi suficient sa luam un punct nesituat
pe dreapta — de exemplu origina (0,0) — si sa testdm satisfacerea restrictiei de catre coordonatele
punctului ales.In caz afirmativ, retinem semiplanul care contine punctul, altminteri retinem cel3lalt
semiplan. Programele potentiale care satisfac prima restrictie sunt vizualizate in figura 3.
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Figura 2

Procedam analog si cu celelalte doua restrictii — vezi figurile 4 si 5
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Figura 3

Punctele corespunzatoare ,intentiilor
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Figura 4
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Figura 5

Recapituland, in figurile 1, 3, 4 si 5 apar multimile de puncte (x,,x,) ale caror coordonate satisfac —

separat! — conditiile de nenegativitate si restrictiile programului (P1). Partea lor comund, adica
intersectia, este formata din punctele care satisfac simultan toate aceste conditii.

Tn figura 6 este vizualizatd aceastd intersectie; ea este multimea hasuratd OABCD. Punctele ei sunt
exact solutiile admisibile ale programului si corespund propunerilor de plan, realizabile din resursele

date.



1) in continuare raspundem la a doua intrebare.

Dand functiei obiectiv f o valoare oarecare, de exemplu 1300, ne putem intreba ce semnificatie au
punctele (x,,x,) - firestecu x;, 20,x, >0 - situate pe dreapta:

f=1300 < 50x, +40x, =1300

Natural, aceste puncte corespund ,intentiilor de plan” care ar aduce firmei un profit de $1300 — fireste
in cazul in care aceasta intentie ar fi si realizabila.

Pentru a vedea dacd firma poate realiza un profit de $1300 din resursele date, cercetdm daca dreapta
“f = 1300” intersecteaza multimea »# a programelor de productie realizabile. Din figura 7 rezulta ca
exista chiar o infinitate de programe realizabile care ar conduce la acest profit. Se poate obtine un profit
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Figura 6

dublu? Din aceeasi figura rezulta ca dreapta f =2600 =50x, +40x, nu mai intersecteaza A si in

consecintd $2600 nu pot fi castigati din resursele date!

Pentru a vedea cat de mare este profitul ce poate fi realizat, translatam dreapta f = 1300 catre dreapta
f = 2600 oprindu-ne in momentul in care “se pierde” intersectia cu multimea solutiilor admisibile 4.Din
figura 7 rezulta ca dreapta “profit maxim” trece prin punctual B, punct ce reprezinta solutia optima a
problemei.

Programul realizabil reprezentat de punctual B, program care ar aduce firmei cel mai mare profit posibil,
se afla la intersectia dreptelor “asamblare” si “spatiu de depozitare”; prin urmare acest plan necesita
consumarea integrala a resurselor sus amintite.

Componentele programului optim = coordonatele punctului B se obtin rezolvand sistemul de ecuatii
liniare:



{3x1 +5x, =150 x; =30 unitati PC, — profitul maxim f* = $1980

—
8x, +5x, =300 x, =12 unitati PC,

. S Profit =52600
*\e————Profit maxim

Solutia optima

x, =30,x,=12

N A
Profit =51300 —>_

Figura 7

b. Rezolvare cu algoritmul simplex:

Forma sa standard:

3x; +5x, <150 3x; +5x, + x5 =150
x, < 20 X, + Xy = 20
(P)y 8x; +5x, <300 = (FSP) 8x; +5x, + x5 =300
x,20,x, 20 x;20 j=1---5
(max) /"= 50x; +40x, (max) f =50x, +40x, +0-x; +0-x, +0- x;
Matricea A:
35100
A=/0 1 0 1 0
8 50 01
A" A A A A

3

este n forma buna avand baza unitard admisibila £ = [A A4* AS]. Tabelul simplex asociat acestei

baze arata astfel:

50 40 0 0 O
CB|VB|VVB| x; x2 x3 x4 X5
0 (x3(15013 5 1 0 O

0 |xs(30008 5 0 0 1




50 40 0 0 O

CB|VB|VVB| x; x» x3 X4 Xs
O|x3| 1503 5 1 0 0 150:3 =50
O|xs] 20 |0 1 0 1 O —
0|xs{300] 8|5 0 0 1 | 300:8=375
fl 0 |-50 40 * * %
0 |x3|752| 0 |25/8] 1 0 -3/8[75/2:25/8=12
O|xs] 20 |0 1 0 1 O 20:1=20
50| x| 752 1 58 0 0 1/8]|752:58=60
f|1875| * -35/4 * * 25/4
40| x2| 12 | O 1 825 0 -3/25
0% | 8 0 0 -825 1 3725
5(*13 |1 0 -1/5 0 15
f11980| * * 14/5 * 26/5
3. Interpretare economica:

ITERATIA 1

Baza: B' = [4°, 4*, 4°|.

Solutia asociats: x(B') = (0,0,150,20,300), f=0
¢, <0,c, <0 —> criteriul de optim nu este verificat.
n baza intrd Al si iese A®.

ITERATIA 2

Baza: B* = [A3 LAY, A ] Solutia asociata:
x(B*)=(75/2,0,75/2,20,0), f=1875

52 < 0 —> criteriul de optim nu este verificat.

n bazd intrd A?si iese A3.
ITERATIA 3
Baza: B’ = [Az LAY, A ] Solutia asociat3:
x(B*)=(30,12,0,8,0), f=1980

Criteriul de optim este verificat — solutia curentad este
optima.

Continutul economic al variabilelor de abatere x;,x,,xs deriva nemijlocit din semnificatiile

restrictiilor in care sunt introduse. Astfel:

Fondul de timp pentru
asamblare neutilizat

X3 = 150 - (3x7+5x2)
Fondul de timp Necesarul de timp pentru
disponibil asamblarea cantitatilor xz , x2
pentru de produse finite
Analog:

x, =20 —x, = monitoare PC, ramase in stoc

x5 =300 — (8x, + 5x,) = spatiul de depozitare nefolosit

Stiind ca:

x =30 x;=12 x;=0 x;,=8 x:=0 (max)f=1980

este solutia optimd a formei standard, cuplul x; =30 x, =12reprezintd solutia optim a

programului original (P) iar 1980 este valoarea maxima a functiei obiectiv. In termeni economici ,
programul optim de activitate al firmei pentru urmatoarea saptamana ar consta in asamblarea a 30

unitati PCy si a 12 unitati PC; cu un profit maxim de $1980. in plus x; =0 si x; =0 arata cd acest

program ar utiliza integral fondul de timp pentru asamblare si spatiul de depozitare in timp ce xz =8
arata ca in stoc ar mai ramane 8 monitoare PC; ce ar putea fi folosite in altd perioada de planificare.



