Programarea liniara

Problema duala

Problema duala este o problema de programare liniard. Existenta ei presupune existenta
unei alte probleme de programare liniard numitd problema primald, Tmpreuna cu care formeaza
cuplul primala — duala. Pentru a vedea cum aratd problema duala trebuie sa cunoastem cum arata
problema primala si care este legatura dintre ele.

A cunoaste cum aratd problema primala inseamna a sti:

1. Daca problema este de maxim sau de minim;
2. Care sunt necunoscutele problemei, adica vectorul variabilelor:
T_
X = (X1,X2, ... »Xp)
3. Care sunt coeficientii functiei obiectiv, adica elementele vectorului:
T_
¢ =(c1,C2, .-+ »Cn)
4. Care sunt termenii liberi ai restrictiilor, adicd elementele vectorului:

b’ =(b,bs, ... ,bm)

5. Care sunt coeficientii combinatiei liniare din fiecare restrictie, adica elementele matricei:

ay Ay ot 4y,
A: a.21 a.22 o e azn
aml amZ amn

6. Care este natura fiecdrei restrictii, adicd daca:
a1X; +apXo + ... FagpX, 2 bi osau agX; t+apXs ... +aiX, <b; sau a;xy; +apxy + ... +agX, =b;
7. Care este restrictia de semn a fiecarei variabile, adica daca:
x;=20 sau x;<0 sau Xx;— oarecare
Problema duala se construieste folosind elementele problemei primale si o serie de reguli,
cate una pentru fiecare din cele sase componente ale unei probleme de programare liniard, listate
mai sus.

In acest scop vom nota elementele problemei duale cu:

— u' = vectorul variabilelor problemei duale;

- €, = vectorul coeficientilor functiei obiectiv ai problemei duale;

T e e . g
- b, = vectorul termenilor liberi ai restrictiilor din problema duala;
— Ap = matricea coeficientilor combinatiilor liniare din restrictiile problemei duale;

si vom introduce notiunile de restrictie concordanta si restrictie neconcordanta:
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Bazele cercetarii operationale

O restrictie se numeste concordanta daca:

— Estedetipul: ajx; +apx;+ ... +ajpX, 2 bj intr-o problema de minim sau
— Estedetipul: ajx; +apx; + ... +aipX, < bj intr-o problema de maxim.

O restrictie se numeste neconcordanta daca:

— Estedetipul: ajx; +apx; + ... + aiX, 2 b; intr-o problema de maxim sau
— Estedetipul: ajx; +apx; + ... + ajX, £ bj intr-o problema de minim.

— O restrictie de tipul: aj;x; + apxy + ... + apX, = bi nu este nici concordanta nici

neconcordant3.

In aceste conditii, problema duald va avea componentele:

Duala va fi o problema de minim daca primala este de maxim si reciproc;

u' = (uy, uz, ... up), deci duala va avea m variabile, numar egal cu numarul de
restrictii al primalei, fiecare variabila u; fiind asociata unei restrictii i a primalei;

CE =b", deci coeficientii functiei obiectiv a dualei sunt termenii liberi ai restrictiilor
primalei;

b[T, = ¢", deci termenii liberi din restrictiile dualei sunt coeficientii functiei obiectiv a
primalei.

Ap = A", deci restrictiile dualei se obtin inmultind fiecare coloani a matricei primalei
cu vectorul variabilelor dualei. In acest mod si variabilelor primalei li se asociaza cate
o restrictie a dualei;

restrictia j a dualei va fi:

* concordantd dacax; >0
* neconcordantd dacax;<0
= cgalitate daca x; oarecare
variabila u; va fi:
= =0 daca restrictia corespunzatoare din primala este concordanta
= u<0 daca restrictia corespunzatoare din primald este neconcordanta
= y; oarecare daca restrictia corespunzatoare din primala este egalitate

Din cele de mai sus se observa ca, pentru a scrie restrictia j a dualei, avem nevoie de:

coloana coeficientilor corespunzatori variabilei j din matricea problemei primale pentru a
scrie termenul stang al restrictiei:

ajjuy taguy + ...+ aguny

restrictia de semn a variabilei X; pentru a stabili natura restrictiet;
coeficientul lui x; din functia obiectiv a primalei, care va fi termenul liber al restrictiei;

Pentru o cat mai buna ilustrare a modului 1n care se gaseste duala unei probleme vom da
cateva exemple.
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Exemplul 1. Ne propunem sa construim duala problemei urmatoare:

(max) = 2x; — 5xo + 4x3
X, —x, +4x, 27
X, —=5x, +3x;, =6
x, +2x, <3
—X;+2x,—5x, 28

x1 £0, X, oarecare, x3 >0
Conform regulilor de mai sus vom avea:

— duala este de minim deoarece primala este de maxim;
— variabilele dualei vor fi:

uj corespunzatoare restrictiei: X; —Xp +4x3>7
u corespunzatoare restrictiei: X» —5x; +3x3=16
w3 corespunzatoare restrictiei: x; +2x3<3

U4 corespunzatoare restrictiei: —x3 + 2x; - 5x, > 8

— functia obiectiv a dualei va fi produsul dintre termenii liberi ai restrictiilor primalei cu
variabilele corespunzatoare din duala: g = 7u; + 6u, + 3u; + 8uy
— duala va avea 3 restrictii, cate variabile are primala, ele obtindndu-se astfel:

prima restrictie (asociatd variabilei X;)
» termenul stang al restrictiei se obtine inmultind coeficientii variabilei x; din cele 4
restrictii ale primalei cu variabilele corespunzatoare acestora din duala:

u; —Su; +uz + 2uy

= termenul liber al restrictiei va fi coeficientul lui x; din functia obiectiv a primalei,
adicab;=c¢; =2

= deoarece variabila corespunzatoare acestei restrictii, X;, este negativa, restrictia va fi
neconcordanta si deoarece duala este problema de minim rezulta ca va fi cu <.

In concluzie, prima restrictie va fi: u; —Suy + uz +2us <2

a doua restrictie (asociata variabilei x;,)

» termenul stang al restrictiei se obtine inmultind coeficientii variabilei x, din cele 4

restrictii ale primalei cu variabilele corespunzatoare acestora din duala:
-u; tup - Suy

= termenul liber al restrictiei va fi coeficientul lui x, din functia obiectiv a primalei,
adicib,=c¢c,=-5

» deoarece variabila corespunzitoare acestei restrictii, X, este oarecare, restrictia va fi

o egalitate.

In concluzie, a doua restrictie va fi: -u; +up - Sug =-5
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a treia restrictie (asociata variabilei x3)
» termenul stdng al restrictiei se obtine inmultind coeficientii variabilei x3 din cele 4

restrictii ale primalei cu variabilele corespunzatoare acestora din duala:
4111 +3UQ + 2113 - U

= termenul liber al restrictiei va fi coeficientul lui x3 din fiunctia obiectiv a primalei,
adicabs=c3=4

= deoarece variabila corespunzatoare acestei restrictii, X3, este pozitiva, restrictia va fi
concordantd si deoarece duala este problema de minim rezulta ca va fi cu > .

In concluzie, a treia restrictie va fi: 4u; +3uy + 2uz - uy > 4
— restrictiile de semn ale variabilelor dualei vor fi:

» u; <0, deoarece restrictia corespunzdtoare este neconcordanta;
* U, oarecare, deoarece restrictia corespunzatoare este egalitate;
* u3 >0, deoarece restrictia corespunzdtoare este concordanta;

* uy <0, deoarece restrictia corespunzdtoare este neconcordanta.

In final, problema duali este:

(min) g = 7u; + 6u; + 3us + 8uy
u, -5u, +u; +2u, <2
-u, +u, -5u, =-5
4u, +3u, +2u, -u, =4
u; <0, up oarecare, u3 >0, us >0
Exemplul 2. Considerdm o unitate economica care fabrica produsele P, P, si P;. Pent§u
obtinerea lor se utilizeaza trei resurse: forta de munca, mijloacele de munca si materii prime. In

tabelul de mai jos se dau consumurile specifice si cantitdtile disponibile din cele trei resurse,
precum si preturile de vanzare ale celor trei produse.

Produse p p P Disponibil
Resurse ! 2 3 (unitati fizice)
Forta de munca 1 3 4 15
Mijloace de munca 2 5 1 10
Materii prime 4 1 2 25
Pr'egv Qe vanzare 3 ) 6 _
(unitati monetare)

Dorim sa producem acele cantitéti x; din fiecare produs pentru care:
1. se utilizeaza in intregime forta de munca;
2. se produce cel putin o unitate din produsul de tipul Py;

3. se obtine valoarea maxima a vanzarilor.

Modelul matematic pe baza caruia se stabileste programul optim de productie are forma:
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(max) f=3x; + 2x, + 6X3

x, +3x, +4x; =15
2x, +5x, +x;, <10
4x, +x, +2x, <25

x, 21
;=20 (=1,23)

Duala sa va fi:

(min) g = 15u; + 10u, + 25u3 + w4
u, +2u, +4u, =23
Bu, +5u, +u; +u, =22
4u, +u, +2uy, 26

u; oarecare, Uy > 0,u3>20,us4 <0

Se remarca faptul cd, intr-o problema economicd, nenegativitatea variabilelor primalei (x;=>0)
impune ca 1n duala toate restrictiile sd fie concordante.

Exemplul 3.
Primala Duala
(min) f'=4x; + 3x; (max) g = 56u; + 43uy + 31us + 20uys + 30us + 41ug + 65uy
x, +4x, 256 u, +u, +us +u, +2us +3ug +5u, <4
x, +3x, 243 {4u1+3u2+2u3+u4+u5+u6+u733
X, +2x, 231 u>0 (i=1,7)
x, +x, 220
2x, +x, 230
3x, +x, 241
5x, +x, 265
X1, X22>0

Corespondenta care existd intre problema primald si problema duald, atdt sub aspect
matematic, cat si economic, va fi lamuritd de observatiile i teoremele de mai jos:

Lema 1. Duala problemei duale este problema primala.
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Demonstratia acestei leme este usoara, facandu-se pe baza simetriilor care se observa in
constructia dualei si va fi lasata in seama cititorului, semnificatia ei fiind ca operatia de trecere la
duala este o operatie involutiva (adica e o transformare f cu proprietatea: (f o f )(x) = x) si, deci,
perechea primald-duald formeaza un cuplu in care fiecare este duala celeilalte. Din aceasta cauza
vom vorbi de cuplul primala-duala fara a mai specifica expres care este primala si care duala.

Observatia 1. Daca o problema este la forma canonica atunci si duala sa este o problema la
forma canonica.

Observatia 2. Daca o problema este la forma standard atunci duala sa nu este la forma
standard.

Lema 2. Daca P; si P, sunt doud probleme de programare liniard echivalente atunci si
dualele lor sunt de asemenea echivalente. Vom intelege, in aceastd afirmatie, prin probleme
echivalente, doud probleme care se pot obtine una din cealaltd prin transformari elementare. Aceste
transformari realizeazd un izomorfism intre multimile solutiilor celor doud probleme si un
homeomorfism intre functiile lor obiectiv.

Teorema fundamentala a dualitatii.

Rezolvarea celor doud probleme din cuplul primald-duald poate duce doar la unul din
urmatoarele trei rezultate:

— Daca una din cele doud probleme are solutie optima finita atunci si cealaltd are solutie
optima finita si valorile functiilor obiectiv corespunzatoare celor doud solutii sunt egale;

— Daca una din cele doud probleme are optim infinit atunci cealaltd nu are solutii
admisibile.

— Daca una din cele doud probleme nu are solutii admisibile atunci cealalta are optim
infinit sau nu are solutii admisibile.

Rezolvare. Presupunem ca cele doud probleme au fost aduse la forma canonica:

Primala Duala
(max) ¢'x (min) b'u
Ax<b Alu>c
x>0 u=0

Aceastd presupunere nu va afecta rezultatul, deoarece, daca nu erau deja asa, noile probleme
sunt echivalente cu cele initiale. In continuare, pentru rezolvarea acestei teoreme demonstram
urmatoarea lema:

Lema 3. Daca exista solutii admisibile pentru fiecare problema atunci pentru orice x solutie
admisibild a primalei si orice u solutie admisibila a dualei avem:

¢'x<b'u
Demonstratie: Avem:
Aluzec o (A'w)'2c" o u'Axc"
T T
uA>c
= u'Ax>c"x (1)
x>0

De asemenea:
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Ax<b
T = u'Ax<u'b=b"u (2)
uz20<u =0

Obtinem:

(1)
2)

Pentru a demonstra teorema, presupunem cd am rezolvat una din cele doud probleme,
aceasta fiind considerata ca fiind primala. Avem trei variante:

= b'u>u'Ax>c'x < b'u>c'x qed

1. Problema are optim finit. Fie In acest caz fie xg o solutie de baza a primalei sub forma

. C T . . .
standard, care da optimul problemei, adicd ¢'xg = Idna?él C X . Toti Aj corespunzatori acestei
X admisibila

baze vor fi pozitivi si tindnd cont de expresia lui A;, rezulta:
ciB'A>c" < AT(cfiB) >c

. - * T -INT . - © eq eq1e
relatie care spune ca vectorul cu m componente u = (¢, B7) este o solutie de bazd admisibila a

problemei duale (primala fiind la forma standard, variabilele dualei pot avea orice semn).

Avem, conform lemei 3: ¢'xg < u'b pentru orice solutie admisibild a problemei duale. Pe de
altd parte ¢'xg = c¢'B'b = (u")'b de unde rezulti ca pentru orice solutie admisibild a problemei duale
se verifica:

*\T T
(u)b<ub

care este echivalent cu faptul ca u” este solutia de optim a dualei si ci f{xg) = g(u).

2. Problema are optim infinit. In acest caz, dacd duala ar avea solutii admisibile u, g(u) ar fi
un majorant pentru multimea {f(x)/ x admisibilad}, in contradictie cu ipoteza de optim infinit.

3. Problema nu are solutii. In acest caz, dacd duala ar avea optim finit ar rezulta, conform
celor aratate in varianta 1, ca primala are optim finit, in contradictie cu ipoteza.

In concluzie, deoarece cele trei variante acopera toate situatiile posibile, toate ducand la unul
din rezultatele afirmate ca posibile in teorema si tinand cont de faptul ca nu a avut importantd care
problema a fost aleasa spre rezolvare, teorema este demonstrata.

Teorema ecarturilor complementare.

. * * * * . * * * * - .. e eq . . . .
Fie x =(x,,x,,...,x,) st u =\u,,u,,...,u, |Jdoud solutii admisibile ale primalei, respectiv
dualei, scrise sub forma canonica. Atunci ele sunt solutii optime ale celor doud probleme daca si
numai daca verifica sistemul:

3

”:(b,- - Z%x;] =0 i=1,
=l
[Z au; _C«/]x; =0 j=Ln
i=1

u) " (b—Ax)=0

sau, matricial - .
[(W) A—c]-x =0

Demonstratie.
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- * .k .. . o .
“=” Presupunem ca x siu sunt solutiile optime ale celor doua probleme. Atunci:

Ax" <b ; . 3

o } Wb - Ax) >0

u =0
A"u" > . R

; c} = (W)A-0)(x)20 > =

x 20
cum (u')'b = cx  (conform teoremei fundamentale) =
= W)'b-Ax)+(u)A-)x)=u)b- W) A +(u)Ax -cx =0 )

= W) 'b-Ax)=((u)'A-0)x)=0

(13 2

—
Dacd (u)'(b-Ax)=((u)'A-c)x)=0 = W) b-Ax)+(u)A-c)x)=0=(u)d
=cx = ( conform teoremei fundamentale) x” siu” sunt solutiile optime ale celor doua probleme.

Teorema ecarturilor complementare da o caracterizare pentru optimalitatea solutiilor
primalei si dualei, daca ele exista. Sistemul din teorema se obtine aplicind metoda multiplicatorilor
lui Lagrange pentru extreme cu legaturi, in cazul particular al unei probleme de programare liniara.

Aceastd teorema nu reprezintd o modalitate practica de a rezolva cele doua probleme decat
in anumite cazuri simple, rezolvarea sistemului fiind mai grea, in cazul problemelor liniare, decét
rezolvarea cu algoritmul simplex al fiecarei probleme, dar, pe baza ei, se poate gasi solutia uneia
din probleme daca se cunoaste solutia celeilalte sau se poate verifica daca o solutie a unei probleme
este optimd, introducand-o in sistem, gasind celelalte necunoscute si verificind ca ele formeaza o
solutie admisibild a dualei.

Observatia 3. Demonstrarea teoremei fundamentale s-a facut gasind efectiv solutia optima a
dualei, considerandu-se cd primala a fost rezolvatd cu algoritmul simplex. Ea este cj, B si, pentru

gisirea practici a acesteia, trebuie cunoscuti B”'. Matricea B™' nu apare explicit in rezolvarea
problemei cu algoritmul simplex, dar se poate demonstra ca este formata din coloanele din tabelul

. .. . o v e e e -1
simplex al solutiei optime corespunzitoare pozitiilor care formau baza solutiei initiale. ¢, B
reprezintd chiar z; corespunzdtoare acestor coloane din ultimul tabel, deci putem formula rezultatul:

“solutia dualei este formata din valorile z; ale tabelului solutiei optime, corespunzdaoare
vectorilor coloana ai bazei initiale”

Introducerea dualitatii este motivata din mai multe puncte de vedere:

1. Teoretic. Una din problemele centrale ale programarii matematice este caracterizarea
situatiilor n care existd optimul unei probleme si gdsirea unor metode prin care sd recunoastem
optimalitatea unei solutii. Teorema fundamentald a dualitdtii si teorema ecarturilor complementare
reprezinta rezultate chiar in acest sens, in care se foloseste dualitatea.

2. Practic. Rezultatele obtinute mai sus contureaza faptul cd putem rezolva o problema
rezolvand problema duali a acesteia sau cunoscand solutia dualei. In unele cazuri, rezolvarea dualei
este mult mai ugoard decat rezolvarea primalei, de exemplu cand numarul de restrictii al primalei
este mai mare decat numarul de variabile al acesteia sau cand primala necesita mai multe variabile
suplimentare decat duala. Astfel, pentru exemplul 3 de mai sus, rezolvarea primalei duce la opt
iteratii cu tabele cu 7 linii si 16 coloane, iar rezolvarea dualei la 5 tabele cu 2 linii si 9 coloane. In
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alte cazuri, solutiile dualei sunt deja cunoscute, gésirea solutiilor primalei revenind la a rezolva
sistemul din teorema ecarturilor complementare, dupa ce au fost inlocuite solutiile celei duale.

3. Economic. In cele mai multe probleme economice, a ciror rezolvare se face printr-un
model de programare liniard, solutia dualei aduce o serie de informatii suplimentare despre
problema studiatd. Semnificatia economica a solutiei dualei depinde de specificul problemei si
trebuie gasitd de la caz la caz. Expunem in continuare interpretarea economicd a variabilelor si
solutiilor dualei in cazul unei probleme de productie.

In paragrafele precedente s-a demonstrat ca, prin rezolvarea unei probleme de programare
liniara, se obtine atat solutia optima a problemei initiale cat si a problemei duale. Corespondenta
dintre problema initiala si duala se reflectd in continutul economic al parametrilor inclusi in solutia
problemei duale. Semnificatia economica a indicatorilor u; este determinatd de natura problemei
economice si de tipul restrictiilor problemei primale.

Intr-o problemid sub formi canonicd, in care se cere maximizarea functiei obiectiv,
restrictiile pot fi interpretate ca inecuatii ce se refera la resurse si, de aceea, interpretarea
variabilelor u; este mai simpla.

Vom analiza modelul de programare liniara al problemelor de mai jos:

Exemplul I: O unitate economica fabrica produsele P, P, si P; utilizand trei resurse: forta
de muncd, mijloace de muncd si materii prime. Consumurile specifice, cantititile disponibile din
fiecare resursa si preturile de vanzare ale produselor sunt date in tabelul de mai jos:

Produse p P P Disponibil
Resurse ! 2 3 (unitati fizice)
Forta de munca 1 3 4 15
Mijloace de munca | 2 5 1 10
Materii prime 4 1 2 25
Pret de vanzare 3 ) 6 i

(unitdti monetare)

Modelul matematic pe baza caruia se stabileste programul optim de productie, avand drept
criteriu de eficientd valoarea maxima a productiei, are forma:

(max) f=3-x; + 2:X; + 6:X3
X, +3x, +4x5 <15
2x, +5x, +x5; <10
4x, +Xx, +2x45 <25

X1, X2, X3 >0
Utilizand regulile de trecere la duala, rezulta urmatoarea problema duala:

(min) g = 15-u; + 10-u; + 25-u3
u; +2u, +4u; >3
3u; +5u, +uy 22
4u; +u, +2u; 26

up, Uy, uz >0

Dupa rezolvarea cu algoritmul simplex se obtine solutia optima a celor doud probleme in
ultimul tabel simplex, dat in continuare:

62



Bazele cercetarii operationale

3 2 6 0 0 0

CB XB XB X1 X2 X3 S1 S2 S3
20 1 2 1

6 X3 | — 0 = 1 —= -= 0
7 7 7 7
17 1 4

3 0x 2 1 — 0 -= - 0
7 7 7 7

35

0 X6 7 0 -9 0 0 -2 1
195 57 9 6

z - |—| 3 = 6 = = 0
7 7 7 7
43 9 6

A -l o = o = - 0
7 7 7

Exemplul 2: Activitatea unei intreprinderi industriale se concretizeazd in fabricarea
produselor omogene Py, P», P3 si P4, ale caror costuri unitare de productie sunt: ¢; =4,c, =3,¢c3=7
respectiv ¢4 = 2 unitdti monetare. Pentru desfasurarea procesului de productie este necesar ca din
produsul P, sd se asigure un stoc de cel putin 5 unitéti si, In plus, cate cel putin 2 unitati pentru
fiecare piesi P; (produsul P; intrd in componenta produsului Ps). In anul de bazi, volumul
productiei realizate de intreprindere a fost de 20 unititi. In urma analizei desfacerilor s-a ajuns la
concluzia ca cererea este in crestere. De asemenea, intreprinderea isi propune ca in perioada de plan
sd obtind un beneficiu total cel putin egal cu cel din perioada de baza, care a fost de 100 u.m..
Beneficiul unitar corespunzator celor 4 produse s-a estimat a fi de 2, 5, 8 respectiv 3 u.m..

Modelul matematic corespunzator problemei primale si respectiv problemei duale are forma:

Primala Duala
(min)f= 4'X1 + 3'X2 +7-x3+ 2-X4 (maX) g= 5xq + 20X2 + 100X3
in conditiile in conditiile
X, +X, +X5+X, 220 u, +5u,;<3
2x, +5x, +8x5 +3x, 2100 -2u, +u, +8u,<7
X1, X2, X3, X4 >0 u, +3u,; <2
u; oarecare, up,uz >0 siuy <0

Exemplul 3: Consideram problema datd in exemplul 1 cdreia ii atasdm doud modificari:
1. forta de munca trebuie folosita in intregime;
2. volumul productiei planificate al produsului P, trebuie sa fie cel putin egal cu o unitate

fizica;

Cuplul de probleme primala-duala va avea forma:
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Primala Duala
(max) f=3-x; +2:X5 + 6:x3 (min) g = 15-u; + 10-up + 25-u3 + uy
2x, +5x, +x5, <10 3u, +5u, +us+uy =2
4x, +X, +2x45 <25 4u, +u, +2u; 26
Xy 21 u; oarecare, Uy, uz >0, us <0
X1, X2, X320

Se constata ca, in functia obiectiv a problemei duale, apar cantitatile disponibile din cele trei
resurse, Inmultite cu marimile u;, up, §i respectiv us. Intrucat resursele reprezintd valori de
intrebuintare diferite, cantitatile b; nu se pot insuma decét daca indicatorii u; evalueaza resursele in
aceeasi unitate de masura. Dupd cum se vede din aceste model, valoarea indicatorilor u; depinde de
cantitatea de resurse disponibile, de structura consumurilor directe din resursa respectiva si de
structura matematica a modelului.

Conform teoremei ecarturilor complementare, resurselor utilizate in intregime le corespund
evaludri u; strict pozitive, iar resurselor excedentare le corespund indicatori u; = 0. Un produs P; va
aparea in solutia optimd, (x; > 0) numai atunci cand costul sdu unitar de productie, obtinut prin
evaluarea resurselor consumate cu ajutorul indicatorilor u;, nu depaseste pretul unitar de productie
¢, adica atunci cand:

zuiaij = Cj (R)
i-1

Ideea enuntatd mai sus se confirmd si in cazul exemplelor analizate. Astfel, in exemplul 1,
produsul P; nu apare in solutia optima (x, = 0) deoarece costul sdu de productie depaseste pretul
unitar de realizare:

ap-u; taput apu>c

adica: 3-2 Jr5~é +1-0=8,1 >2.
7 7

Celelalte doua produse intra in programul optim, intrucat este satisfacutd relatia (R). Deci,
fabricarea unui produs care nu figureaza in programul optim este neeficientd din punctul de vedere
al folosirii resurselor.

Prin urmare, pentru o problema de programare liniarad scrisa sub forma canonica, In care se
urmareste maximizarea functiei f (x), marimea u; reprezintd valoarea ultimei unitdti folosite in
productie din resursa R;.

Avand in vedere ca max[f(x)] = min [g(u)], rezultd ca, daca, cantitatea disponibild din
resursa R; creste cu o unitate, atunci valoarea functiei obiectiv creste cu u;, deci u; mdsoara cresterea
valorii functiei obiectiv determinata de cresterea cu o unitate a cantitatii disponibile b;.

Aceste evaludri obtinute dintr-un program optim au fost denumite in literatura de specialitate
"preturi umbra" sau "evaluari obiectiv determinate".

Pretul umbri u; aratd cu ct se modificd functia obiectiv a problemei duale', atunci cand
termenul liber al restrictiei R; se "relaxeaza" cu o unitate. A "relaxa" are semnificatia de a spori
cantitatea disponibild b; a unei resurse deficitare sau, pentru restrictiile de tip calitativ cu limita

" Dar si a problemei primale, intrucat f{x) si g(u) sunt legate prin teorema dualitatii
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n
inferioard impusa (Zaijx i b;), de a reduce nivelul termenului liber b;. Este evident ca, daca o
j=1

n
resursd nu este utilizatd in intregime pentru satisfacerea programului optimal xg (Za iX < bi),
j=1
atunci u; = 0 iar functia obiectiv nu este afectatd de sporirea® cantititii disponibile b;. in cazul
restrictiilor de tip calitativ, acestea nu constituie un "loc Ingust" pentru programul optimal xp daca si

n

numai daca Zaijx i~ b;, ca urmare u; = 0 iar functia obiectiv nu este influentata de reducerea’
i=1

nivelului pentru indicatorul b;.

Pentru o problemd scrisa sub formd canonica, in care se cere minimizarea functiei f(x),
restrictiile se referd, asa cum s-a aratat, la caracteristici economice carora li se impun limite
inferioare sau la indicatori calitativi cu limitd inferioara stabilitd; in acest caz pretul umbrad u;
mdsoara cresterea costului total al productiei, a cheltuielilor de munca, a cheltuielilor cu fondurile
fixe etc., determinata de cresterea cu o unitate a componentei b; a vectorului termenilor liberi.
Astfel, daca la exemplul 2 planul de productie prevede o crestere a volumului productiei de la 20
unitati la 21 unitati, atunci costul total al productiei va creste cu u, unitati.

In cazul problemelor de programare liniara care contin restrictii neconcordante si egalititi, la
interpretarea preturilor umbra trebuie sa se tind seama de natura economica a functiei obiectiv si de
semnul variabilei u;. Pentru a elucida acest aspect, ne vom referi la modelul matematic ce rezulta
din exemplul 3.

Solutiile optimale ale problemei primale si duale sunt:

xB = (X1, X2, X3, X4, X5, X¢) = (8/7, 1, 19/7, 0, 14, 0)
ug = (u, Uy, us, ug) = (9/7, 6/7, 0, — 43/7).

Se constata imediat ca valoarea functiei obiectiv f{xg) = g(ug) = 152/7 este mai mica decat
cea obtinuta prin rezolvarea modelului din exemplul 1, cu Af(x) = 195/7 — 152/7 = 43/7 unitati
monetare’. Aceastd diferentd apare datoritd introducerii restrictiei x, > 1, al carei pret umbri este uy
= — 43/7. Prin urmare variabila u4 arata cu cat scade valoarea functiei obiectiv f{x) atunci cand
nivelul minim impus variabilei X, este mai mare cu o unitate.

In sfarsit variabila u; = 9/7, care este atasatd unei restrictii sub forma de egalitate, arati ci
sporirea cu o unitate a nivelului fortei de munca disponibile conduce la cresterea valorii productiei
cu 9/7 unitati monetare.

Rezulta ca preturile umbrd aduc informatii suplimentare pentru analiza eficientei economice
a resurselor si a diferitilor indicatori economici sau tehnici care apar 1n restrictiile unei probleme de
programare liniara. Pe baza lor se pot fundamenta deciziile privind alocarea judicioasa a resurselor,
se pot stabili masuri de stimulare a consumului rational al resurselor, se determina cit mai corect
nivelul minim si maxim al diferitilor indicatori tehnici si economici de care depinde structura
planului optim.

Solutia optimd obtinutd prin utilizarea datelor initiale poate constitui un punct de plecare
pentru analiza economicd privind alocarea eficientd a resurselor. Vom ilustra acest aspect folosind
modelul matematic elaborat in cadrul exemplului 1.

In tabelul de mai jos se dau solutiile optime ale cuplului primali-duala, pentru diferite valori

? Variatia termenului liber b; trebuie interpretati ca o modificare Ab;, in conditiile in care celelalte restrictii nu se
modificad. Vezi exemplul 1.

3 Reamintim ci exemplul 3 s-a obtinut din exemplul 1 ca urmare a unor transformari. Precizdm c4, in solutiile optime
ale ambelor modele, prima restrictie se verifica cu egalitate. De aceea, diferenta dintre cele doua solutii este determinata
numai de restrictia x, > 1.
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ale primei resurse (b, = 10, by = 25).

Cantitatea disponibila din prima resursa (b)

Variabile 15 16 26 36 40 41

Uy 3 3 3 3 3 3
X] 25/7 24/7 2 4/7 0 0

Us 57/7 57/7 57/7 57/7 57/7 30
X2 0 0 0 0 0 0

Ug 6 6 6 6 6 6
X3 20/7 22/7 6 62/7 10 10

u; 9/7 9/7 9/7 9/7 9/7 0
X4 0 0 0 0 0 1

u 6/7 6/7 6/7 6/7 6/7 6
Xs 0 0 0 0 0 0

u3 0 0 0 0 0 0
X6 5 5 5 5 5 5

AX) 195/7 204/7 42 55 60 60

Se observa ca intre anumite limite de variatie ale primei resurse, preturile umbra au aceeasi
valoare. Pentru valori mai mari decét 40 unitati, preturile umbra au o alta valoare, deoarece, in acest
caz, prima resursa si a treia devin excedentare. Valoarea functiei de eficientd va creste cu u;-Aby,
unde Ab; reprezintd sporul disponibilului din prima resursa. Pentru b; > 40 pretul umbra al resursei
a doua este u, = 6, deci valoarea functiei eficientd va creste cu 6 unitati, atunci cand b, creste cu o
unitate. Aste informatii sunt utile pentru fundamentarea planului de productie aprovizionare cu
diverse resurse.

La interpretarea influentei pe care variatia cantitatii disponibile b; o are asupra preturilor
umbra, trebuie sa se tind seama ca b; este o variabila continud. Din aceasta cauza u; se defineste
astfel:*

oF

ob,

1

Este clar ca u; va avea o alta valoare cand b; creste (scade) peste o anumita limita (de
exemplu b; > 40).
Dupa cum s-a aratat mai inainte, in cadrul algoritmului simplex se stabileste activitatea cea
mai eficienta ai, prin folosirea criteriului de intrare:
AZy = min (z; — ¢;) la problemele de maxim

AZy = max (z; — ¢;) la. problemele de minim

Avand in vedere relatia formulele de calcul ale lui AZ si ug, rezulta ca:

m m
zj= ZCiYij = Zuiaij J€ls
i1 i1

* F este o functie de tip Lagrange, obtinuti din problema standard de programare liniara astfel:

m

F=fx)+ Y, wRi(x)

i=1

unde R;(x) reprezinta restrictiile problemei de programare liniara iar u;, 1 <1i < m sunt multiplicatorii lui Lagrange.
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unde y;; reprezinta elementele coloanei j din tabelul simplex corespunzator unei solutii de baza. in
cea de a doua suma a relatiei precedente se evalueaza coeficientii consumurilor directe,
corespunzdtori activitdtii a;, prin preturile umbrd atasate celor m restrictii si, de aceea, marimea
rezultatd poate fi interpretatd ca un pret umbra al produsului sau activitdtii j. Trebuie precizat ca,
pentru fiecare baza, vom dispune de un vector u = (uy, uy, ... , Up) care se refera la fluxurile intrari -
iesiri corespunzatoare solutiei de bazd. De aceea, evaluarile privind eficienta economicd a
activitatilor a; (j € Js = indicii variabilelor secundare), facute cu ajutorul indicatorilor u;, sunt
valabile numai pentru baza considerata.

Concluziile obtinute pe baza analizei corespondentei biunivoce dintre problema primala si
cea duald ne permit sa intelegem sensul economic al criteriului de intrare in baza.

Pentru problemele in care se cere maximizarea functiei f{x), indicatorii z; reprezinta costul
unitar de fabricatie al produsului j, rezultat din evaluarea coeficientilor ajj prin preturile umbra
atagate restrictiilor. Rezultd cd, prin calcularea diferentei A;, se compara acest cost unitar cu
coeficientul ¢; (pret unitar, beneficiu unitar etc.) din functia obiectiv. Daca existd diferente negative
(A; < 0) inseamnd cd, la activitatile respective, pretul umbrd al produsului j (costul unitar de
fabricatie exprimat in indicatori u;) este mai mic decat venitul realizat si de aceea activitatea a; este
eficientd. Asa se explica faptul cd va intra in baza vectorul ai ce corespunde diferentei Az; minime.
In momentul in care toate diferentele sunt pozitive (Az > 0) rezulti cd nu mai existd activititi
eficiente si prin urmare solutia de baza analizatd este optima.

In cazul problemelor de minim, indicatorii z; se pot interpreta ca venituri, exprimate in
preturile umbrd ale restrictiilor, ce se obtin prin realizarea unei unitati din produsul j. Prin urmare,
daca existd diferente pozitive (Az; > 0), activitatile a; corespunzdtoare sunt eficiente, deoarece se
realizeaza un venit unitar mai mare decat costul unitar de fabricatie (z; > c;). De aceea, va intra in
bazd activitatea ag, corespunzatoare diferentei maxime, iar solutia de bazd se considera optima
atunci cand toate diferentele Az; sunt nepozitive (Az; < 0).
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