Algoritmi de gasire a drumului optim

Din cauza varietatii nelimitate a grafurilor posibile, nu exista un algoritm care sa rezolve
orice problema in timp util, dar s-au elaborat o multime de algoritmi, fiecare fiind cel mai eficace
in anumite cazuri. Acesti algoritmi pot fi grupati in cinci categorii:

Algoritmi prin calcul matricial (Bellman-Kalaba, I. Tomescu, Bellman-Schimbell);
Algoritmi prin ajustari succesive: (Ford);

Algoritmi prin inductie (Dantzig);

Algoritmi prin ordonare prealabila a varfurilor grafului;

Algoritmi prin extindere selectiva (Dijkstra).

Nk v

In continuare vom prezenta patru dintre acesti algoritmi.

A. Algoritmul lui Bellman - Kalaba

Algoritmul se aplica in grafuri finite care nu au circuite de valoare negativa (pentru o
problema de minim) sau care nu au circuite de valoare pozitiva (intr-o problema de maxim) si
gaseste drumurile de valoare minima (maximd) de la toate nodurile grafului la un nod oarecare,
fixat. Daca dorim sa cunoastem drumurile de valoare minima (maxima) intre oricare doua noduri
vom aplica algoritmul, pe rand, pentru fiecare nod al grafului.

Fie G = {x1, X2, ... ,Xa} un graf orientat finit. Presupunem (fara a restrange generalitatea, ca
am numerotat nodurile astfel Incat nodul spre care cautdm drumurile de valoare minima (maxima)
de la celelalte noduri sa fie xx.

Pasul 1. Se construieste matricea patraticdi M cu dimensiunea egald cu numarul de noduri ale
grafului ale cérei elemente sunt:

valoarea arcului (X;,X ;) daca exista arcul (x;,x;) si 1#]

m;= 10 dacai=j

+ oo (intr - o0 problema de minim)
— oo (intr - o0 problema de maxim)

} daca nu exista arcul (X;,X ;)

Pasul 2. Se adaugd succesiv liniile L; la matricea M, elementele acestora calculandu-se prin
relatiile de recurenta:
1. Lij=mj j=1,..,n (prima linie este ultima coloana, transpusa, a matricii M)
2. Lij=min (Li1;, 1£nlm (mjk + Li.1x)) Intr-o problema de minim
=l,n

sau Lj=max (Lii;, {(n?x (mjk + Li.1x)) Intr-o problema de maxim
=l,n

Pasul 3. Dupa calcularea fiecarei linii noi se compara elementele ei cu cele ale precedentei:
— Daca Lj = Li.1j pentru orice j = 1,...,n atunci se opreste recurenta si ultima linie
calculata contine valorile minime ale drumurilor de la celelalte noduri la nodul
Xn.



— Daca exista cel putin un indice j cu Lj # Li.1j se trece la calcularea noii linii Li+

Pasul 4. Pentru gasirea drumului care da valoarea minima de la un nod x; la nodul x, se gasesc,
incepand inapoi de la ultima linie, pe care s-au obtinut valorile finale, notata Ly, nodurile
Xiy > Xy » ooer X, CATE formeaza drumul cautat, unde X, =Xj, X}, =Xn$l fiecare alt indice

ki+1 este cel pentru care s-a obtinut minimul(maximul) de pe pozitia k; al liniei L;.

Observatie: Pentru grafuri foarte mari, algoritmul necesitd un volum mare de memorie, prin
necesitatea memorarii matricei M, care este greu de manipulat. Chiar daca din cele n? arce posibile
graful ar avea doar un procent foarte mic matricea grafului va avea tot n? pozitii de memorat si
analizat.

Exemplu: Presupunem dat graful orientat de mai jos, in care se doreste gasirea drumului de valoare
minima de la nodul x; la nodul xo.
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iar dupa calcularea liniilor L; obtinem:
X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9
X1|0 4 0o 0 5 o0 0 © ®
X200 0 7 9 0 o0 0 ®© ®
X3lc0 0 0 3 o0 o0 0 o 9
X4/00 00 00 0 0 o0 w0 o 3
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X7/00 00 0 0 0w 0 6 8
Xgloo o0 0 4 o w o 0 7
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Lo 12 6 3 1013
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Deoarece L4 = Ls oprim calcularea liniilor dupa calcularea liniei 5. In aceasti linie se afla
valorile celor mai scurte de la toate nodurile la nodul x9. Drumul dorit de noi (x1 — Xo) are valoarea
datd de prima pozitie a liniei 5, fiind egal cu 13.

Pentru a gasi acest drum, plecam inapoi de la linia 4 si avem:

B. Algoritmul lui Ford simplificat

Algoritmul lui Ford simplificat se aplica doar in grafuri care nu admit circuite. Cu
ajutorul lui se gaseste drumul de valoare optima intre doud noduri fixate X; si xj. Printr-o eventuala
renumerotare a nodurilor putem presupune ca nodul de la care porneste drumul este xi, care va fi
numit nod initial, iar nodul la care se termina este xn, numit nod final.

Algoritmul este:

Pasul 1. I se da varfului initial valoarea 0 (zero): w(xo) =0
Pasul 2. Se construieste mulfimea A formata din nodul initial: A = {x1}
Pasul 3. Se analizeaza nodurile din afara multimii A.
— Daca existd noduri in care se poate ajunge prin arce directe doar de la nodurile
mulfimii A, acestea se adaugd la multimea A, cu valoarea:
w(Xi) = rr)%in (W(x i )+ V(X i X )), in problemele de minim
EI<XjJ,xi)
sau w(xi) = max (W(X i )+ V(x i X )), in problemele de maxim
EI(XJJ,xi)
apoi se trece la pasul 4

— Daca nu exista nici un nod de acest tip atunci nu exista nici un drum de la x; la
Xn. STOP

Pasul 4. Se analizeaza mulfimea A:



— Dacd xn € A atunci valoarea sa reprezinta valoarea drumului de valoare optima de
la x; la xn. Pentru géasirea acestui drum se porneste inapoi de la nodul final x, si se
gasesc nodurile x, ,X, ,..., X,_care formeaza drumul cautat, unde x, =X, X\

= X1 sl fiecare alt indice ki+1 este cel pentru care:

w(x, )t v(xy Xy ) =w(x, ) STOP

— Dacd xa ¢ A se reia algoritmul de la pasul 3.

il

Exemplu: Pentru acelasi graf si aceeasi pereche de noduri din exemplul rezolvat cu algoritmul lui
Bellman-Kalaba vom avea succesiv:

pasl:

pas2

pas3:

pas4:
pas3:

%)

pas4:
pas3:

pas4:
pas3:

pas4:
pas3:

pas4:
pas3:

pas4:

w(x1)=0
A= {X1}
Nodurile in care se poate ajunge doar din xi: {Xs} #
w{xs) =min( w(x1) + v(x1,x5))=0+5=35
X9 & A
A = {x1,x5} sinodurile 1n care se poate ajunge prin arce directe doar din X; $i X5 sunt: {Xe}#

w{X6) = min( w(X1) + v(x1,Xe), W(X5) + V(x5,X¢)) =min(0 +3 ,5+3)=3
X9 & A
A = {x1,x5,X6} §1 nodurile in care se poate ajunge prin arce directe doar din x1, X5 §i X¢ sunt:
{x2,x7} #
w{X2) = min( w(x1) + v(X1,X2), W(x5) + v(X5,X2), W(X6) + V(X6,X2)) = min(0 + 4,5 + 83 + 8) =

w{x7) = min( w(Xs) + v(X5,X7), W(X6) + V(X6,X7)) = min(5 + 2,3+ 5) =7
X9 ¢ A
A = {x1,X2,X5,X6,X7} $1 nodurile in care se poate ajunge prin arce directe doar din x1, X2, Xs,
X6 §1 X7 sunt: {x3,xg} # &
w{x3) = min( w(X2) + v(x2,X3), W(X5) + v(X5,X3)) =min(4 + 7,5+ 2) =7
w{xg) = min( w(Xs) + v(X5,Xg), W(X7) + v(x7,xg)) = min(5 + 9,7 + 6) =13
X9 ¢ A
A = {x1,X2,X3,X5,X6,X7,X8} $1 nodurile in care se poate ajunge prin arce directe doar din xi,
X2,X3,X5, X6, X7 $1 Xg sunt: {x4} #
w{X4) = min( W(x2) + v(x2,X4), W(X3) + v(X3,X4),W(X5) + v(X5,X4), W(Xg) + V(X8,X4)) = min(4 +
9,7+3,5+7,13+4)=10
X9 ¢ A
A = {X1,X2,X3,X4,X5,X6,X7,X8} $1 nodurile in care se poate ajunge prin arce directe doar din xi,
X2, X3, X4, X5, X6, X7 §1 Xg sunt: {Xo} # &
W{X9) = min( w(x3) + v(x3,X9), W(X4) + v(X4,X9), W(X7) + v(X7,X9), W(Xg) + V(X8,X9)) = min(7
+9,10+3,7+8,13+7)=13
X9 € A si urmeaza sa gasim drumul care are lungimea 13.
Avem succesiv:
W(X9) = W(xX4) + V(X4,X9)
wi(x4) = W(x3) + v(X3,X4)
w(x3) = W(Xs5) + v(X5,X3)



wi(xs) = w(x1) + v(X1,X5)
deci drumul cautat este: X1 = X5 = X3 — X4 —> X9

Observatia 1. Daca graful are un circuit atunci se poate demonstra usor ca nu vom putea
da valoare nici unui nod al acestuia i daca exista vreun drum de la x; la x, care trece prin unul din
nodurile circuitului nu vom putea da valoare nici lui xn, cu toate ca exista drum de la x; la Xq.

Observatia 2: Algoritmul necesita pentru memorare si manipulare doar cunoasterea, pentru
fiecare nod, a nodurilor spre care "pleaca" arce din acesta si valorile acestor arce, fiind mult mai
usor de aplicat sau implementat pe calculator. El are insa dezavantajul ca se poate aplica doar in
grafuri fara circuite.

C. Algoritmul Ford generalizat

Algoritmul lui Ford generalizat a fost creat cu scopul de a putea gisi drumul optim si in
grafurile care au circuite. Cu ajutorul lui se gaseste drumul de valoare optima Intre doud noduri
fixate x; si Xj. Printr-o eventuala renumerotare a nodurilor putem presupune ca nodul de la care
porneste drumul este X1, care va fi numit nod initial, iar nodul la care se termina este X, numit nod
final.

Algoritmul este:

Pasul 1. I se da varfului initial valoarea 0 (zero): w(xo) = 0 si tuturor celelalte valoarea +oo (intr-o
problema de minim) sau -oo (intr-o problema de maxim).

Pasul 2. In ordinea crescitoare a indicilor nodurilor se calculeaza pentru fiecare nod, pe baza
fostelor valori, noile valori cu formula:

w*(xi) = min| w(x;), rr;m (w(x i )+ V(X i X )) in problemele de minim
EI(XjJ,Xi)

sau w'(xi) = max| w(x; ), max (W(X i )+ V(X i» X )) in problemele de maxim
3("?&(1)
Pasul 3. Se compari noile valori w'(xi) cu fostele valori w(xi):
— Daca w'(xi) = w(xi) pentru orice nod x; atunci:

— daca w(xn) < (la problema de minim) sau w(X,) > -oo (la problema de maxim),
valoarea nodului x, reprezintd valoarea drumului de valoare minima(maxima)
de la x; la x,. Pentru gasirea acestui drum se porneste inapoi de la nodul final
Xn $1 se gasesc nodurile X, ,X, , .., X, care formeazd drumul cautat, unde

Xy, = Xn, X = X1 si fiecare alt indice ki1 este cel pentru care:
Xy, ) = W(xy, ) STOP

— daca w(xn) = +oo (-00) atunci nu existd nici un drum de la x; la x,. STOP
— Daci exista cel putin un nod pentru care w'(xi) < w(xi) se reia algoritmul de la
pasul 2 pentru noile valori ale varfurilor.

wix,, )+ v(x,

i1’



Observatie: Algoritmul poate gasi drumul si in grafuri cu circuite dar este evident mult mai
lent decat cel simplificat. Pentru scurtarea duratei de executie se poate modifica algoritmul in
sensul ca o valoare nou calculata a unui varf va fi folosita imediat ca atare la calculul noilor valori
ale celorlalte, nu doar dupa ce se calculeaza noile valori ale tuturor varfurilor.

D. Algoritmul lui Dijkstra

In algoritmul Ford simplificat, pentru a gisi valoarea nodului final, deci a drumului minim,
plecam de la nodul initial in toate directiile posibile, pastrand de fiecare datd toate nodurile
analizate. Acest fapt duce la un consum inutil de timp, deoarece foarte multe din aceste noduri nu
vor face parte din drumul optim. Pentru a elimina acest neajuns, algoritmul lui Dijkstra incearca
sa pastreze, la fiecare iteratie, mulfimea minima de noduri care sa le contina pe toate cele care vor
forma efectiv drumul optim. In plus, algoritmul se poate aplica si in drumuri cu circuite. Ca un
minus este faptul ca se aplicd doar la probleme de minim. Algoritmul are urmatorii pasi:

Pasul 1. I se da varfului initial valoarea 0 (zero): w(xo) =0
Pasul 2. Se construieste mulfimea A formata din nodul initial: A = {x1}
Pasul 3. Se analizeaza nodurile din afara multimii A.
— Daca exista noduri in care se poate ajunge prin arce directe de la noduri din A
(nu doar de la nodurile multimii A, ca la algoritmul lui Ford simplificat) se
calculeaza pentru toate acestea:
w(xi) = ggg (w(x i )+ V(X i X )) in problemele de minim
EI(Xj,xi)
dar, spre deosebire de algoritmul lui Ford simplificat, se adauga la multimea A doar

cel pentru care se obtine valoarea minima, apoi se trece la pasul 4.

— Daca nu exista nici un nod de acest tip atunci nu exista nici un drum de la x;1 la
Xn. STOP

Pasul 4. Se analizeaza multimea A:
— Dacid xa € A atunci valoarea sa reprezinta valoarea drumului de valoare optima de
la x1 la xn. Pentru gésirea acestui drum se porneste inapoi de la nodul final x, si se
gasesc nodurile x, ,X, ,..., X,_care formeaza drumul cautat, unde x, =X, X _

= x1 si fiecare alt indice ki+1 este cel pentru care:

— Daca xn ¢ A se reia algoritmul de la pasul 3.

i1’

Exemplu Vom aplica algoritmul la acelasi graf folosit la ceilalti algoritmi, pentru a putea
face comparatii:

pasl: w(x1)=0
pas2: A= {xi}
pas3: Nodurile in care se poate ajunge si din x1: {x2, X5, X6} # &



pas4:
pas3:

pas4:
pas3:

pas4:
pas3:

pas4:
pas3:

pas4:
pas3:

pas4:

w{x2) = min( w(x1) + v(x1,x2)) =0+ 4=4

w{xs5) =min( w(x1) + v(Xx1,X5))=0+5=5

w{Xe) = min( w(X1) + v(x1,X¢)) =0+ 3 =3

min(w{X2),w{Xs),w{Xs)) = W{Xs) = 3
X9 g A
A = {X1,X¢} si nodurile in care se poate ajunge prin arce directe din X; sau Xs sunt:
{Xz,Xs,X7}¢@

w{X2) = min( w(X1) + v(x1,X2), W(X6) + V(X6,X2)) =min(0 + 4 ,3 +8) =4

w{xs5) = min( w(x1) + v(x1,X5)) =min(0 + 5) =5

w{x7) = min( w(xe) + v(X6,X7)) = min(3 + 5) = 8

min(w{X2),w{xs),w{x7)) = w{xz) = 4
X9 ¢ A
A = {x1,Xx2,X6} si nodurile in care se poate ajunge prin arce directe din xi, X2 sau Xs sunt:
{X3,X4,X5,X7} #J
w{x3) = min( w(x2) + v(x2,Xx3)) = min(4 + 7) = 11
w{x4) = min( w(x2) + v(x2,X4)) = min(2 + 9) = 11
w{xs5) = min( w(x1) + v(x1,Xs5)) = min(0 + 5) =5
w{x7) = min( w(x¢) + v(X6,X7)) = min(3 + 5) =0
min(w{X3),w{X4),w{Xs5),w{x7)) = w{xs) =5
X9 ¢ A
A = {x1,X2,X5,X6} $1 nodurile in care se poate ajunge prin arce directe din xi, X2, X5, X6 $1 X7
sunt: {X3,X4,X7,Xg} # J
w{x3) = min( w(X2) + v(X2,X3), W(X5) + v(X5,X3)) =min(4 + 7,5 +2) =7
w{x4) = min( w(x2) + v(x2,X4), W(Xs) + v(X5,X4)) =min(4 + 9,5+ 7) = 12
w{x7) = min( w(Xs) + v(X5,X7), W(X6) + V(X¢,X7)) =min(5 + 2,3+ 5)=7
w{xg) = min( w(xs) + v(X5,Xg)) = min(5 + 9) = 14
min(w{X3),w {X4),w{X7),W{Xg)) = W{x3) = w{x7) =7
X9 ¢ A
A = {x1,X2,X3,X5,X6,X7} $1 nodurile in care se poate ajunge prin arce directe din x1, X2, X3, X5,
X6, S1 X7 sunt: {X4,Xg,X9} # &
w{x4) = min( w(x2) + v(x2,X4), W(X3) + v(X3,X4),W(X5) + v(X5,X4)) = min(4 + 9,7 + 3,5 + 7)
=10
w{xg) = min( w(Xs) + v(X5,Xg), W(X7) + v(x7,xg)) = min(5 + 9,7 + 6) = 13
Ww{X9) = min( w(X3) + v(X3,X9), W(X7) + V(X7,X9)) = min(7 + 9,7 + 8) = 15
min(w {X4),w {Xg),W{X9)) = w{xs4) = 10
X9 ¢ A
A = {x1,X2,X3,X4,X5,X6,X7} $1 nodurile in care se poate ajunge prin arce directe din X1, X2, X3,
X4, X5, X6, $1 X7 sunt: {xg,xo} #
Ww{X9) = min( w(x3) + v(X3,X9), W(X4) + v(X4,X9), W(X7) + V(X7,X9)) = min(7 + 9,10 +
3,7+8)=13
w{xg) = min( w(Xs) + v(X5,Xg), W(X7) + v(x7,xg)) = min(5 + 9,7 + 6) = 13
min(w{Xs),w{X9)) = W{xg) = W{X9) = 13
X9 € A si urmeaza sa gasim drumul care are lungimea 13.

Avem succesiv:

W(X9) = W(xX4) + V(X4,X9)
wi(x4) = W(x3) + v(X3,X4)



w(x3) = W(Xs5) + v(X5,X3)
wi(xs) = w(x1) + v(X1,X5)
deci drumul cautat este: X1 = X5 = X3 — X4 —> X9



